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Apprentissage statistique, approximation de fonctions

Formalisation du probleme :

@ X : parameétres d’'entrée; Y : réponses; fonction u, correspondance
entre observation x € X et résultat correspondant u(x) € Y :
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Apprentissage statistique, approximation de fonctions

Formalisation du probleme :

@ X : parameétres d’'entrée; Y : réponses; fonction u, correspondance
entre observation x € X et résultat correspondant u(x) € Y :

X —Y,
u:
x > u(x).
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Apprentissage statistique, approximation de fonctions

Formalisation du probleme :

@ X : parameétres d’'entrée; Y : réponses; fonction u, correspondance
entre observation x € X et résultat correspondant u(x) € Y :

X —Y,
u:
x > u(x).

@ Données :

B = {(le)/I)a "'7(Xna}/n)}7 Yi= U(Xi) + €.
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Apprentissage statistique, approximation de fonctions

Formalisation du probleme :

@ X : parameétres d’'entrée; Y : réponses; fonction u, correspondance
entre observation x € X et résultat correspondant u(x) € Y :

X —Y,
u:
x > u(x).

@ Données :

B = {(le)/I)a "'7(Xna}/n)}7 Yi= U(Xi) + €.

A partir de B, fabriquer 4 : X — Y, dans |'espoir que “0 ~ u".
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tissage machine, approximation de fon

@ Plusieurs méthodes existent : régression linéaire, régression par
réseaux de neurones, régression a noyau...

@ Point important : exploiter la structure des données.
— Exploiter les modeles mathématiques préexistants si possible.

e Méthodes souvent flexibles, adaptées aux problemes (inverses) mal
posés.

@ Méthodes qui s'appliquent a de plus en plus de domaines,
“récemment” en physique [1].

1. RaAIssi, M., PERDIKARIS, P., & KARNIADAKIS, G. (2019). Physics-informed neural networks:
A deep learning framework for solving forward and inverse problems involving nonlinear partial
differential equations. J. Comput. Phys., 378, 686-707.
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Quelques problemes (inverses) typiques en physique

@ Modeles mathématiques puissants : équations aux dérivées partielles
(EDPs).

0 cOxu =0, Oru — DOyyu = 0,

el ol chaleur : { et ot (1)

transport :
ultIO = up.

U|t:0 = up.

@ Problemes typiques : en notant z = (x, t) et étant donné
B ={u(z),...,u(zn)},

— Estimer u? Estimer ug? Estimer ¢, D?
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Quelques problemes (inverses) typiques en physique

@ Modeles mathématiques puissants : équations aux dérivées partielles
(EDPs).

xtU =Y, _Daxx :07
Otu+ cOxu=20 chaleur - {&u u (1)

transport :
ultIO = up.

U|t:0 = up.

@ Problemes typiques : en notant z = (x, t) et étant donné
B ={u(z),...,u(zn)},

— Estimer u? Estimer ug? Estimer ¢, D?

Ce sont des probléemes d'approximation de fonctions — méthodes de ML ?
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Machine learning et modeles physiques

@ Combiner modele et données
— en pratique, imposer des lois physiques dans des méthodes de ML.
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Machine learning et modeles physiques

@ Combiner modele et données
— en pratique, imposer des lois physiques dans des méthodes de ML.

Small data Some data Big data
—
Physics
Lots of physics Some physics No physics

Figure 1 — KARNIADAKIS, G. E., KEVREKIDIS, |. G., LU, L., PERDIKARIS, P.,
WANG, S., & YANG, L. (2021). Physics-informed machine learning. Nat. Rev.
Phys., 3(6), 422-440

@ Approches/outils mathématiques a priori trés différents.
28 Septembre 2023 5/38
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Pourquoi combiner physique et méthode de régression ?

Oru — DOyu = 0,
Uje—g = o, u(0,t) =2, u(l,t)=1/2.
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Processus aléatoires, processus gaussiens

Soient (€2, F,P) un espace probabilisé et D un ensemble.
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Processus aléatoires, processus gaussiens

Soient (€2, F,P) un espace probabilisé et D un ensemble.

@ (U(2))zep est un processus aléatoire si pour tout z, U(z) est une
v.a.r.
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Processus aléatoires, processus gaussiens

Soient (€2, F,P) un espace probabilisé et D un ensemble.

@ (U(2))zep est un processus aléatoire si pour tout z, U(z) est une
v.a.r.

@ (U(z))zep est un processus gaussien si pour tout (z1, ..., zp),
(U(z1), ..., U(z,))T € R™ est un vecteur aléatoire gaussien.
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Processus aléatoires, processus gaussiens

Soient (€2, F,P) un espace probabilisé et D un ensemble.

@ (U(2))zep est un processus aléatoire si pour tout z, U(z) est une
v.a.r.

@ (U(z))zep est un processus gaussien si pour tout (z1, ..., zp),
(U(z1), ..., U(z,))T € R™ est un vecteur aléatoire gaussien.

@ La loi d'un processus gaussien est déterminée par

m(z) = E[U(z)], k(z,Z") = Cov(U(z), U(Z)).
(U(Z))ZGD ~ PG(mv k)

La fonction k est définie positive : toutes les matrices
(k(zi, zj))1<i j<n sont semi-définies positives. k est le noyau.
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Régression par processus gaussiens (GPR)

e Fonction inconnue z € D — u(z), obs. B = {u(z1), ..., u(zn)}
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Régression par processus gaussiens (GPR)

e Fonction inconnue z € D — u(z), obs. B = {u(z1), ..., u(zn)}

@ On modélise z — u(z) par une trajectoire d'un processus gaussien
(U(2))zep ~ PG(m, k) (loi a priori)
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Régression par processus gaussiens (GPR)

e Fonction inconnue z € D — u(z), obs. B = {u(z1), ..., u(zn)}

@ On modélise z — u(z) par une trajectoire d'un processus gaussien
(U(2))zep ~ PG(m, k) (loi a priori)

@ On conditionne la loi de U aux observations B :
V(z) =[U(2)|U(z1) = u(z1), ..., U(z) = u(z,)]. On obtient

V(z) ~ PG(m, k) (loi a posteriori)
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Régression par processus gaussiens (GPR)

e Fonction inconnue z € D — u(z), obs. B = {u(z1), ..., u(zn)}

@ On modélise z — u(z) par une trajectoire d'un processus gaussien
(U(2))zep ~ PG(m, k) (loi a priori)

@ On conditionne la loi de U aux observations B :
V(z) =[U(2)|U(z1) = u(z1), ..., U(z) = u(z,)]. On obtient

V(z) ~ PG(m, k) (loi a posteriori)

e Prédiction /estimation : Vz € D, on prédit u(z) par m(z):
i(z) = m(z) ~ u(z), incertitude associée k(z, z) = Var(V(z)).
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Exemple de GPR en 1D

@ Exemple 1D : fonction coliteuse a évaluer, on ne dispose que de 7
valeurs connues de cette fonction

True function

+  Available data

Figure 2 — Fonction a approcher par GPR
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Exemple de GPR en 1D

True function
GP mean
GP mean +/- 2 sigmas

- - — . GP samples

Figure 3 — Régression par processus gaussiens, 7 points d'observation
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Solution distributionnelle d'une EDP

Transport d'une discontinuité :

{8tu+cé?xu—0, 2)

U‘t:() - Uo.

Solution : u(x,t) = up(x — ct)... Sens de (2) si g discontinue (ug € L?)?

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT) Méthodes a noyau sous contraintes d’EDP 28 Septembre 2023 11/38



Solution distributionnelle d'une EDP

Transport d'une discontinuité :

{8tu+cé?xu—0, 2)

U‘t:() - Uo.

Solution : u(x,t) = up(x — ct)... Sens de (2) si g discontinue (ug € L?)?

Vi € C°(R x RY), 0:/

o(x, t) <8tu(x, t) + coxu(x, t)) dxdt
RXRY

= — / <8tg0(x, t) + cOxp(x, t)) u(x, t)dxdt.
RxR®
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Solution distributionnelle d'une EDP

Transport d'une discontinuité :

Otu + cOxu =0,
U‘t:() = Up.

Solution : u(x, t) = up(x — ct)... Sens de (3) si ug discontinue ?

Vi € CP(R X RL), 0= — / (el £) + cup(x, 2)) u(x, £t
RxR?
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Solution distributionnelle d'une EDP

Transport d'une discontinuité :

Otu + cOxu =0,
U‘t:() = Up.

Solution : u(x, t) = up(x — ct)... Sens de (3) si ug discontinue ?

Vi € CP(R X RL), 0= — / (el £) + cup(x, 2)) u(x, £t
RxR?

o Notion de dualité.
@ Solution faible (Sobolev, 1934), distributions (Schwartz, 1946).
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Premieres conclusions et questions abordées

Moralité :
@ Solution d’'une EDP : notion non triviale.
o Utilité/nécessité de I'analyse fonctionnelle.

@ Si possible, ne pas supposer la solution continue.

2. GINSBOURGER, D., ROUSTANT, O., & DURRANDE, N. (2016). On degeneracy and
invariances of random fields paths with applications in Gaussian process modelling. Journal of
Statistical Planning and Inference, 170 :117 -128.

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT) Méthodes a noyau sous contraintes d’EDP 28 Septembre 2023 13/38



Premieres conclusions et questions abordées

Moralité :
@ Solution d’'une EDP : notion non triviale.
o Utilité/nécessité de I'analyse fonctionnelle.

@ Si possible, ne pas supposer la solution continue.

Probleme cible :

oru = Lo(u), B=A{u(z),...,u(zn)} (4)

Imposer les contraintes physiques (EDP) sur le modéle statistique (GPR);
identifier les conséquences sur le noyau.

2. GINSBOURGER, D., ROUSTANT, O., & DURRANDE, N. (2016). On degeneracy and

invariances of random fields paths with applications in Gaussian process modelling. Journal of
Statistical Planning and Inference, 170 :117 -128.
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Premieres conclusions et questions abordées

Moralité :
@ Solution d’'une EDP : notion non triviale.
o Utilité/nécessité de I'analyse fonctionnelle.

@ Si possible, ne pas supposer la solution continue.

Probleme cible :

oru = Lo(u), B=A{u(z),...,u(zn)} (4)

Imposer les contraintes physiques (EDP) sur le modéle statistique (GPR);
identifier les conséquences sur le noyau.
Cas d'application :

e EDPs linéaires : Lu = 0 (invariance, voir[2])

e régularité Sobolev (énergie).

2. GINSBOURGER, D., ROUSTANT, O., & DURRANDE, N. (2016). On degeneracy and
invariances of random fields paths with applications in Gaussian process modelling. Journal of
Statistical Planning and Inference, 170 :117 -128.
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Dérivées partielles en dimension d : notations

Soit a € N9 (d—uplet), a = (a1, ..., ag). On note
0% = (0% )™ ...(0xy) .

Ordre de dérivation : |a] = a1 + ... + ag.

Opérateur différentiel linéaire d’ordre n :

L= Z a,0%.

laf<n

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT) Méthodes a noyau sous contraintes d’EDP
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Formulation distributionnelle d'une EDP linéaire

Soit un opérateur différentiel linéaire sur un ouvert D C RY :

Lu= Z a,0%u.

laf<n
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Formulation distributionnelle d'une EDP linéaire

Soit un opérateur différentiel linéaire sur un ouvert D C RY :

Lu= Z a,0%u.

laf<n

Solution forte : u € C"(D) et (Lu)(x) =0 Vx € D.
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Formulation distributionnelle d'une EDP linéaire

Soit un opérateur différentiel linéaire sur un ouvert D C RY :

Lu= Z a,0%u.

laf<n

Solution forte : u € C"(D) et (Lu)(x) =0 Vx € D.
Multiplication par une fonction test ¢ € C2°(D) et intégration sur D

Vo € C°(D), /D Lu(x)p(x)dx = 0. (7)
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Formulation distributionnelle d'une EDP linéaire

Soit un opérateur différentiel linéaire sur un ouvert D C RY :

Lu= Z a,0%u.

laf<n

Solution forte : u € C"(D) et (Lu)(x) =0 Vx € D.

Multiplication par une fonction test ¢ € C2°(D) et intégration sur D
Vo € CSO(D),/ Lu(x)p(x)dx = 0. (7)
D
Adjoint formel : L*v = Z‘aly(—l)‘o"@a(aav). Des IPP successives

donnent les solutions distributionnelles :

Vo € C°(D), /D u(x)L*¢o(x)dx = 0. (8)
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Formulation distributionnelle d'une EDP linéaire

Soit un opérateur différentiel linéaire sur un ouvert D C RY :
Lu= Z a,0%u.
la|<n

Solution forte : u € C"(D) et (Lu)(x) =0 Vx € D.

Multiplication par une fonction test ¢ € C2°(D) et intégration sur D

Vo € CSO(D),/ Lu(x)p(x)dx = 0. (7)
D

Adjoint formel : L*v = Z‘alq(—l)‘o"@a(aav). Des IPP successives

donnent les solutions distributionnelles :

Vo € C°(D), /D u(x)L*¢o(x)dx = 0. (8)

Ne nécessite que u € L}, (D), i.e. [, |u] < +oo pour tout K € D.
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Processus aléatoire (gaussien) sous contrainte d’'EDP [4]

Un P.A. est mesurable si I'application (w, z) — U(z)(w) est mesurable.

3. GINSBOURGER, D., ROUSTANT, O., & DURRANDE, N. (2016). On degeneracy and
invariances of random fields paths with applications in Gaussian process modelling. Journal of
Statistical Planning and Inference, 170 :117 -128.

4. HENDERSON, |., NOBLE, P., & RousTaNT, O. (2023). Characterization of the second order
random fields subject to linear distributional PDE constraints. Bernoulli, 29(4), 3396-3422.
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Processus aléatoire (gaussien) sous contrainte d’'EDP [4]

Un P.A. est mesurable si I'application (w, z) — U(z)(w) est mesurable.

Proposition 1

Soit D C R? un ouvert et L := > laj<n 30%, aq € clel(D). Soit
U= (U(z))Z cp Un processus aléatoire mesurable centré d’ordre 2 de

fonction de covariance k ; supposons que o : z —» k(z,z)? € Lt (D).
Alors on a équivalence entre

@ P(L(U) =0 au sens des distributions) = 1
@ Vze D, L(k(z,-)) =0 au sens des distributions.

3. GINSBOURGER, D., RousTANT, O., & DURRANDE, N. (2016). On degeneracy and
invariances of random fields paths with applications in Gaussian process modelling. Journal of
Statistical Planning and Inference, 170 :117 -128.

4. HENDERSON, |., NOBLE, P., & RousTaNT, O. (2023). Characterization of the second order
random fields subject to linear distributional PDE constraints. Bernoulli, 29(4), 3396-3422.
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Processus aléatoire (gaussien) sous contrainte d’'EDP [4]

Un P.A. est mesurable si I'application (w, z) — U(z)(w) est mesurable.

Proposition 1

Soit D C R? un ouvert et L := > laj<n 30%, aq € clel(D). Soit
U= (U(z))Z cp Un processus aléatoire mesurable centré d’ordre 2 de
12 ¢ 11 (D).

fonction de covariance k ; supposons que o : z — k(z, z) loc

Alors on a équivalence entre
@ P(L(U) =0 au sens des distributions) = 1
@ Vze D, L(k(z,-)) =0 au sens des distributions.

Généralise un résultat de [3] aux contraintes distributionnelles d'EDP.
Cette propriété s’hérite au processus conditionné par GPR.

3. GINSBOURGER, D., RousTANT, O., & DURRANDE, N. (2016). On degeneracy and
invariances of random fields paths with applications in Gaussian process modelling. Journal of
Statistical Planning and Inference, 170 :117 -128.

4. HENDERSON, |., NOBLE, P., & RousTaNT, O. (2023). Characterization of the second order
random fields subject to linear distributional PDE constraints. Bernoulli, 29(4), 3396-3422.
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Exemples de noyaux vérifiant L(k(z,-)) =0 Vz

Etant donné L, trouver k; tel que L(k.(-,z)) =0Vz; A = Z?:l 8>2<fo'
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Exemples de noyaux vérifiant L(k(z,-)) =0 Vz

Etant donné L, trouver k; tel que L(k.(-,z)) =0Vz; A = Z?:l 8>2<fo'

Laplace : Au= 0 (MENDES et da COSTA JUNIOR, 2012),
(GINSBOURGER et al., 2016)

e Chaleur : 9y — DAu = 0 (ALBERT et RATH, 2020)
@ Div/Curl : V-u=0, V x u=0 (SCHEUERER et SCHLATHER,

2012),(OwHADI, 2023b)
Mécanique des milieux continus : (JIDLING et al., 2018)
Helmholtz : —Au = Au (ALBERT et RATH, 2020)

e Maxwell (non)stationnaire : (WAHLSTROM et al., 2013), (JIDLING

et al., 2017),(LANGE-HEGERMANN, 2018)

Ondes 3D et transport : (HENDERSON et al., 2023)
Voir aussi les “forces latentes” : (ALVAREZ et al.,
2009),(LOPEZ-LOPERA et al., 2021)
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Exemples de noyaux vérifiant L(k(z,-)) =0 Vz

Etant donné L, trouver k; tel que L(k.(-,z)) =0Vz; A = Z?:l 8>2<fo'

@ Laplace : Au= 0 (MENDES et da CosTA JUNIOR, 2012),
(GINSBOURGER et al., 2016)

e Chaleur : 9y — DAu = 0 (ALBERT et RATH, 2020)

@ Div/Curl : V-u=0, V x u=0 (SCHEUERER et SCHLATHER,
2012),(OwHADI, 2023b)

@ Mécanique des milieux continus : (JIDLING et al., 2018)

e Helmholtz : —Au = Au (ALBERT et RATH, 2020)

e Maxwell (non)stationnaire : (WAHLSTROM et al., 2013), (JIDLING
et al., 2017),(LANGE-HEGERMANN, 2018)

@ Ondes 3D et transport : (HENDERSON et al., 2023)

e Voir aussi les “forces latentes” : (ALVAREZ et al.,
2009),(LOPEZ-LOPERA et al., 2021)

Souvent basé sur des représentations de solutions de Lu = 0 de la forme

u = Gf.

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT) Méthodes a noyau sous contraintes d’EDP 28 Septembre 2023 17 /38



Plan de |'exposé

@ Contexte ML et EDP, notions et outils principaux

© Contraintes physiques sur un processus gaussien
@ Régularité Sobolev des processus gaussiens

© Applications “numériques”

@ Ouvertures et conclusion



Espaces de Sobolev et EDPs

@ Fonctionnelles d'énergie (“interpretation physique”) :
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Espaces de Sobolev et EDPs

@ Fonctionnelles d'énergie (“interpretation physique”) :
o Chaleur : T(x,t),(x,t) e RI xRy, ;T — AT =0.

1
SO TC BlIf = ~IIVT(, 1)l <0 (diffusion). (9)
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Espaces de Sobolev et EDPs

@ Fonctionnelles d'énergie (“interpretation physique”) :
o Chaleur : T(x,t),(x,t) e RI xRy, ;T — AT =0.

1
SO TC BlIf = ~IIVT(, 1)l <0 (diffusion). (9)

e Ondes : 9%2u— Au=0.
8t(||8tu(-, )2 + | Vu-, t)||i2) —0 (conservation).  (10)

Advection : si 0;u + Oxu = 0, alors 0| u(-, t)||,» = 0.
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Espaces de Sobolev et EDPs

@ Fonctionnelles d'énergie (“interpretation physique”) :
o Chaleur : T(x,t),(x,t) e RI xRy, ;T — AT =0.

1
SO TC BlIf = ~IIVT(, 1)l <0 (diffusion). (9)

e Ondes : 9%2u— Au=0.
8t(||8tu(-, )2 + | Vu-, t)||i2) —0 (conservation).  (10)
Advection : si 9;u+ Oxu =0, alors O;||u(:, t)||» = 0.

— Norme L? des dérivées.
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Dérivées a énergie finie et espaces de Sobolev

Quelques fonctions sont " presque” différentiables : h(x) = max(0,1 — |x]).

T 1

1 A 05 '
05 1 o

0 “J “” - 05 ‘
05 - - . “

-2 -1 0 1 2

Figure 4 — Gauche : h(x). Droite : h'(x) (...).

Malheureusement, ' ¢ CO... mais h' € L2 (énergie finie)!
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Dérivées a énergie finie et espaces de Sobolev

Quelques fonctions sont " presque” différentiables : h(x) = max(0,1 — |x]).

T 1

1 A 05 '
05 1 o

0 “J “” - 05 ‘
05 - - . “

-2 -1 0 1 2

Figure 4 — Gauche : h(x). Droite : h'(x) (...).

Malheureusement, ' ¢ CO... mais h' € L2 (énergie finie)!
Une fonction g est la dérivée faible de h si pour tout ¢ € C°(R),

[ 169209 = = [ g0
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Dérivées a énergie finie et espaces de Sobolev

Quelques fonctions sont " presque” différentiables : h(x) = max(0,1 — |x]).

15 - 1

1 A 05 '
05 1 o

0 “J “” - 05 ‘
05 - - . “

-2 -1 0 1 2

Figure 4 — Gauche : h(x). Droite : h'(x) (...).

Malheureusement, ' ¢ CO... mais h' € L2 (énergie finie)!
Une fonction g est la dérivée faible de h si pour tout ¢ € C°(R),

[ 100¢ ()a = = [ glx)o(x)a

R R

On définit ensuite
HY(R) := {u € L?(R) : u' existe au sens faible et v’ € L*(R)},
H™(D) := {u € [3(D) : V |a| < m,0%u existe ASF et 0°u € L*(D)}.
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Noyau de covariance et régularité du processus

| )
//\.p/v//\ W\%/\\Wwfwv'\\/mﬂ ’\/W AN
I A Y\ uw/‘f ALY Whop

oo

S n

Figure 5 — Mouvement Brownien : k(x,y) = min(x, y).
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Noyau de covariance et régularité du processus

Figure 6 — Gaussien : k(x,y) = o2 exp(—|x — y|?/2(?),0 = 1,{ = 0.5.
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Régularité L2 d'un processus gaussien [5]

o Critére intégral :

P(U € [3(D)) =1 < / k(x,x)dx < +oc. (11)
D

5. BOGACHEV, V. I. (1998). Gaussian measures. American Mathematical Soc.
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Régularité L2 d'un processus gaussien [5]

o Critére intégral :
P(U € [3(D)) =1 < / k(x,x)dx < +o0. (11)
D

Vient de E[[ U(x)?dx] = [ E[U(x)?]dx = [ k(x,x)dx.

5. BOGACHEV, V. I. (1998). Gaussian measures. American Mathematical Soc.
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Régularité L2 d'un processus gaussien [5]

o Critére intégral :
P(U € [3(D)) =1 < / k(x,x)dx < +o0. (11)
D

Vient de E[[ U(x)?dx] = [ E[U(x)?]dx = [ k(x,x)dx.
e Critere spectral/Mercer : soit & : L2(D) — L%(D) I'opérateur

(ExF)(x) = / k(,y)F(y)dy. (12)

5. BOGACHEV, V. I. (1998). Gaussian measures. American Mathematical Soc.
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Régularité L2 d'un processus gaussien [5]

o Critére intégral :
P(U € [3(D)) =1 < / k(x,x)dx < +o0. (11)
D

Vient de E[[ U(x)?dx] = [ E[U(x)?]dx = [ k(x,x)dx.
e Critere spectral/Mercer : soit & : L2(D) — L%(D) I'opérateur

(ExF)(x) = / k(,y)F(y)dy. (12)

Si [ k(x,x)dx < 400, alors (...) il existe (¢,) C L? t.q.

+oo
k(x,¥) = n(x)¢nly) dans L*(Dx D) (“Mercer"). (13)
n=0

5. BOGACHEV, V. I. (1998). Gaussian measures. American Mathematical Soc.
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Régularité L? d'un processus gaussien

Donne (formellement)

/k(xxdx—/2¢n Pdx =) /¢,, (14)

= Z 413 = Z/\n = Tr(Ek) < +oo  (trace finie). (15)

6. DRIsCOLL, M. F. (1973). The reproducing kernel Hilbert space structure of the sample
paths of a Gaussian process. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie und Verw. Gebiete, 26, 309-316.
7. BOGACHEV, V. |. (1998). Gaussian measures. American Mathematical Soc.
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Régularité L2 d'un processus gaussien [7]
Donne (formellement)
+o0 +o0
/k(x,x)dx - /Z¢n(x)2dx - Z/¢n(x)2dx (14)
n=0 n=0

+o00 400
= Z 413 = Z An = Tr(€) < +oo  (trace finie). (15)
n=0 n=0

e Injection du RKHS : Si [ k(x,x)dx < +o0, alors on a
RKHS(k) C L?(D), et en notant T le plongement associé, ZZ*(= &)
est a trace fini (“Driscoll” [6]).

6. DRIsCOLL, M. F. (1973). The reproducing kernel Hilbert space structure of the sample
paths of a Gaussian process. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie und Verw. Gebiete, 26, 309-316.
7. BOGACHEV, V. |. (1998). Gaussian measures. American Mathematical Soc.

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT) Méthodes a noyau sous contraintes d’EDP 28 Septembre 2023 23/38



Régularité H™ d'un processus gaussien, m € N

Proposition 2 (H., 2022, “Sobolev regularity of GRFs")

Soit (U(z))zep ~ PG(0, k) un PG mesurable, on a équivalence entre
(i) P(U € H™"(D)) =1

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT)

Méthodes a noyau sous contraintes d’EDP
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Régularité H™ d'un processus gaussien, m € N

Proposition 2 (H., 2022, “Sobolev regularity of GRFs")

Soit (U(z))zep ~ PG(0, k) un PG mesurable, on a équivalence entre
(i) P(U € H™"(D)) =1

(i) Pour tout || < m, 0%%k € L?(D x D) et I'opérateur intégral £
EX: [2(D) — [3(D), / 9“%k(x,y)f(y)dy,

est a trace finie, avec THER) = [ 0% k(x, x)dx < 4o00.

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT)
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Régularité H™ d'un processus gaussien, m € N

Proposition 2 (H., 2022, “Sobolev regularity of GRFs")

Soit (U(z))zep ~ PG(0, k) un PG mesurable, on a équivalence entre
(i) P(U € H™"(D)) =1
(i) Pour tout || < m, 0%%k € L?(D x D) et I'opérateur intégral £

E2: 1%(D) — [3(D), / 0%k (x,y)f(y)dy,

est a trace finie, avec TH(ER) = [ 0 k(x, x)dx < 4o00.

(iii) Il existe (¢n) C L2(D) te//e que k(x,y) =Y, &n(x)0n(y) dans
L?(D x D). De plus, si |a| < m, alors ¢, € H™(D) et

+oo
=D 118%¢nll3 < +oo.
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Régularité H™ d'un processus gaussien, m € N

Proposition 2 (H., 2022, “Sobolev regularity of GRFs")

Soit (U(z))zep ~ PG(0, k) un PG mesurable, on a équivalence entre
(i) P(U € H™"(D)) =1
(i) Pour tout || < m, 0%%k € L?(D x D) et I'opérateur intégral £

E2: 1%(D) — [3(D), / 0%k (x,y)f(y)dy,

est a trace finie, avec TH(ER) = [ 0 k(x, x)dx < 4o00.

(iii) Il existe (¢n) C L2(D) te//e que k(x,y) =Y, &n(x)0n(y) dans
L?(D x D). De plus, si |a| < m, alors ¢, € H™(D) et

+oo
=D 118%¢nll3 < +oo.

(iv) On a RKHS(k) C H™(D), en notant I le plongement associé, on a
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Plan de |'exposé

@ Contexte ML et EDP, notions et outils principaux

© Contraintes physiques sur un processus gaussien

© Applications “numériques”
@ Covariances pour I'équation des ondes

@ Ouvertures et conclusion



GPR et équation des ondes ( [8])

Ondes en 3D homogene : A := 92 _+ 8%, + 02,

Lu =L0hu—Au=0u=0, (x,t) eR3xRT (16)
u(x,0) = uwo(x), Oru(x,0) = vo(x).
8. H., I., NOBLE, P., & ROUSTANT, O. (to appear). Covariance models and Gaussian process

regression for the wave equation. Application to related inverse problems. J. Comput. Phys.

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT) Méthodes a noyau sous contraintes d’'EDP 28 Septembre 2023 25/38



GPR et équation des ondes ( [8])

Ondes en 3D homogene : A := 92 _+ 8%, + 02,

Lu =L0hu—Au=0u=0, (x,t) eR3xRT (16)
u(x,0) = uwo(x), Oru(x,0) = vo(x).
Représentation de u (Krichhoff) : F; = o /4nc?t et Fi = O:F;
u(x,t) = (Fr *x wo)(x) + (Ft * Up)(x). (17)
8. H., I., NOBLE, P., & ROUSTANT, O. (to appear). Covariance models and Gaussian process

regression for the wave equation. Application to related inverse problems. J. Comput. Phys.

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT) Méthodes a noyau sous contraintes d’'EDP 28 Septembre 2023 25/38



GPR et équation des ondes ( [8])

Ondes en 3D homogene : A := 92 _+ 8%, + 02,

Lu =L0hu—Au=0u=0, (x,t) eR3xRT (16)
u(x,0) = uwo(x), Oru(x,0) = vo(x).
Représentation de u (Krichhoff) : F; = o /4nc?t et Fi = O:F;
u(x,t) = (Fr *x wo)(x) + (Ft * Up)(x). (17)

On suppose ug et vg inconnues — ug ~ PG(0, k,) et vo ~ PG(0, k),
indépendants. u donné par (17) est alors un PG centré de noyau

k((x, 1), (X', 1)) = [(Fe ® Fer) = kJ(x, X') + [(Fe @ For) % ku](x,X). (18)

Le noyau k vérifie [Ik((x, t), ) = 0 pour tout (x,t) € R3 x R,.

8. H., I., NOBLE, P., & ROUSTANT, O. (to appear). Covariance models and Gaussian process
regression for the wave equation. Application to related inverse problems. J. Comput. Phys.
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Estimation de parameétres physiques et de conditions

TAEIES

@ Reconstruction de conditions initiales : la moyenne de GPR vérifie
Om = 0. Donc

m(-,t =0)~ug, O, t=0)>~v
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Estimation de parameétres physiques et de conditions

TAEIES

@ Reconstruction de conditions initiales : la moyenne de GPR vérifie
Om = 0. Donc

m(-,t =0)~ug, O, t=0)>~v

@ Le noyau k est paramétré par c,0, et 0, ; 0, et 6, peuvent contenir
des informations physiques sur ug et vp.
Exemple : condition initiale a support compact donnent le modele

ku(X, X/) = kS(X, X/)]lB(me)(X)HB(XO,R)(X/)a (19)

donne (xg, R) € 6,. De méme pour vy (on peut aussi encoder des
symétries).
— estimation possible avec la vraisemblance marginale.
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Application numérique

Cadre restrictif

Convolutions coiiteuses (4D) — on se place dans le cadre de la symétrie
radiale (convolutions explicites).

@ Résolution numérique de I'équation des ondes dans [0,1]3, vg = 0 et

Correct ug

o N b~ O 0

o N O

Figure 7 — Positions des capteurs
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Visualisation des données

" Sensor 1 " Sensor 2 " Sensor 3 " Sensor 4 " Sensor 5 " Sensor 6

-5 I I I I I I
0 b5 1 15/0.5 1 150.5 1 150.5 1 150.5 1 150.5 1 15
Time (s)

Figure 8 — Exemples de signaux capturés. Rouge : signal non bruité. Bleu : signal
bruité.

28 Septembre 2023 28 /38
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Reconstruction de condition initiale et parameétres de

position

Correct uy GP g
1 1
8 8
6 6
0.5 ) 0.5 4
2 2
0 0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
8 8
6 6
0 1 2 0 1 2
0.5 0.5
005 |0 0 005 |0 0

Figure 9 — Vraie ug (colonne de gauche) vs GPR wg (colonne de droite). 15
senseurs sont utilisés. Les images correspondent a des coupes 3D pour z = 0.5.
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Localisation de source ponctuelle : R < 1

Cas ol ug = 0 et la source vg est quasi ponctuelle en xj : on utilise les
noyaux

1(x0,R) (%) 1B(x0,R)(X')
kR 1 — / 0, 05
v 06X) = ku(x, ) 47R3/3  4wR3/3 (20)

k((x, 1), (X', 1) = [(Fe © For) = kf1(x, x'), (21)

avec R < 1. Hyperparametres de k : (6, xo, R, ¢) On fixe ,, R et ¢ aux
"bonnes valeurs” : vraisemblance marginale £(6) = L(x), xo € R3.

Question : comportement de xp — L(xg) ?

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT)
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Minimiser la vraisemblance marginale négative

= localisation GPS [9]

, Figure : xo — L(x0).
1.2 - . ,
. 1o Valeurs affichées :
05 . N . uniquement celles
< 2.035 x 10°.
w 0.4 - 4 14
02 i X : localisation des
0 £
/o
sl / 1 capteurs.
v T X : localisation de la
source.
Etude + preuve :
article.
9. H., I., NOBLE, P., & ROUSTANT, O. (to appear). Covariance models and Gaussian process

regression for the wave equation. Application to related inverse problems. J. Comput. Phys.
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Méthode des différences finies

Problématique : résolution numérique d'une EDP. Advection linéaire :
Ot + cOxu = 0.

Grille G = {(iAx,nAt),i € Z,n € N}. Pour construire u” ~ u(iAx, nAt),
on peut résoudre

soit, avec A = cAx/At,

u™ = (14 N = Al
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GPR sur une grille

e Fonction u(x, t) a estimer sur une grille.

i,n+1

o A partir de (u 1, uf', ul, 1), estimations des o
valeurs de u en les points ‘
((i = 1)Ax, nAt), (iAx,nAt), ((i +1)Ax, nAt), @ e—eo

estimer u(iAx, (n+ 1)At).

. Henderson (INSA Toulouse/IMT) Méthodes a noyau sous contraintes d’EDP 28 Septembre 2023 33/38



GPR sur une grille

e Fonction u(x, t) a estimer sur une grille.

o A partir de (u 1, uf', ul, 1), estimations des '®
valeurs de u en les points ‘
((i = 1)Ax, nAt), (iAx,nAt), ((i +1)Ax, nAt), @ e—eo

estimer u(iAx, (n+ 1)At).
La GPR est linéaire en les données :

u™t = m(idx, (n+ 1)At) = a_qul 4 + aou + a1ufyy,  (22)

!

ol (a_1,a0,a1)” donné par les formules de GPR.
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GPR sur une grille

e Fonction u(x, t) a estimer sur une grille.

o A partir de (u 1, uf', ul, 1), estimations des '®
valeurs de u en les points ‘
((i = 1)Ax, nAt), (iAx,nAt), ((i +1)Ax, nAt), @ e—eo

estimer u(iAx, (n+ 1)At).
La GPR est linéaire en les données :

u™t = m(idx, (n+ 1)At) = a_qul 4 + aou + a1ufyy,  (22)

!

ol (a_1,a0,a1)” donné par les formules de GPR.

L'équation (22) est-elle un “"schéma numérique” ? Pour quelle EDP ? Quel
noyau utiliser ? Propriétés 7

I. Henderson (INSA Toulouse/IMT) Méthodes a noyau sous contraintes d’'EDP 28 Septembre 2023 33/38



GPR et DF : un premier résultat

Proposition 3
Sik((x,t), (X', t")) = ko(x — ct,x — ct’), ko(h) = k,(h/¢), Matérn d’ordre
v > 0, alors quand ¢ — +o0, on obtient
e Siv=1/2, upwind :
a-1=(A+[A))/2, aa=1-[A, aa=(=A+][A])/2
e Siv > 2, Lax-Wendroff :
a1=(\+X2)/2, ag=1-)2 a;=(-A+2)?)/2
o Sil < v <2, splines fractionnaires :

A+ D(v,N)
=—,

=X+ D(v,\)

ap = 1-— D(V, )\), al 5 9

a_1

avec

AL A= =20 =2

D(v,\) : T
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Propriétés qualitatives

IC = door | N = 2000 | CFL = 0.75

1.2]— mu=125
nu=15
— =175
LR [
—— nu=20
0.8  I'scheme
upwind scheme
0.6] — True solution
0.4
0.2
0.0
-0.2
0.0 0.2 0.4 0.6 1.0
IC = door | N = 2000 | CFL = 0.75
— nu=125
1.20 nu=15
—— nu=175
1.15{ — nu=19
— nu=20
1.107 — Inscheme
upwind scheme
1.05{ — True solution /\
/
1.00 = — ‘
0.95
0.90 v ‘
0.85
0.79 0.80 0.81 0.82

Space domain (x)

I. Henderson (INSA Toulouse/IM

Méthodes a noyau sous contraintes d’EDP
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Etude de convergence

N 1/2
Era(Ax) = (Dx S, () — (@r)2) = [t — 72

L2 error, CFL = 0.75, IC = gaussian

1071
—— nu=1.25
-2 nu=1.5
10 —— nu=1.75
—+— nu=18
-3 —+— nu=19
10 —— nu=195
nu=1.98
—— nu=2.0
10~4 In scheme
upwind scheme
— y = C*dx
10—5 — y = C*dx"2
1074 1073 1072

Delta x

Figure 10 — Erreur £2, Ax — E, 2(Ax)
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Rétrospective

GPR, GPs sous contraintes physiques
e Contrainte d'EDP linéaire [10]
e Contrainte d'énergie : H™  W™P [11]

— Des CNS sous des hypothéses minimales.

Applications “numériques” :
@ Application a I'équation des ondes [12]

@ Résultats préliminaires sur liens entre DF et GPR.

10. HENDERSON, l., NOBLE, P., & ROUSTANT, O. (2023). Characterization of the second order
random fields subject to linear distributional PDE constraints. Bernoulli, 29(4), 3396-3422.

11. H., I. (2022). Sobolev regularity of Gaussian random fields [working paper or preprint].

12. H., I, NOBLE, P., & ROUSTANT, O. (to appear). Covariance models and Gaussian process
regression for the wave equation. Application to related inverse problems. J. Comput. Phys.
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Formulations variationnelles — Sobolev fractionnaires.

o
@ Analyse d'erreur en norme Sobolev pour la GPR [13] [14].
@ Ondes 3D : problématiques computationnelles.

o

Sortir du cas gaussien ? Processus av—stables [15].

Mathématiques variées : EDP, probabilités, statistiques, analyse
fonctionnelle, analyse numérique...

13. CHEN, Y., HOsSEINI, B., OWHADI, H., & STUART, A. M. (2021). Solving and learning
nonlinear PDEs with Gaussian processes. Journal of Computational Physics, 447, 110668.

14. BATLLE, P., CHEN, Y., HOSSEINI, B., OwWHADI, H., & STUART, A. M. (2023). Error

Analysis of Kernel/GP Methods for Nonlinear and Parametric PDEs.

15. SULLIVAN, T. J. (2017). Well-posed Bayesian inverse problems and heavy-tailed stable
quasi-Banach space priors. Inverse Probl. Imaging, 11(5), 857-874.
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Merci de votre attention!

Contact : iain.pl.henderson@gmail.com


iain.pl.henderson@gmail.com

Formules a symétrie radiale

[(F: @ Fp) * ky](x, x")

tt’
- 51g6”(2 ) S edK((r+ect)? (F + £ c|t])?)
e e,e’e{-1,1}

[(Fe ® For) * k] (x,X')
1

:F Z (r+ect)(r' +c|t!ka((r + ect)®, (F' +'c|t'])?)
'e{-1,1}
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Un équivalent déterministe : la version RKHS

Soit k : D x D — R une fonction définie positive. On définit H, comme

+oo
Hk—{Zak )CR(Z,)CDetZan z,,zj)<—|—oo}

ij=1
muni du produit scalaire
400 400 +o0
< Z é),'/((X,'7 ~), Z bjk(yj, )> = Z a,-bjk(x,-,yj)
i=1 j=1 ij=1

La fonction k vérifie les propriétés de reproduction suivantes

(k(z,-), k(")) = k(z,2') et (k(z,-),f)=f(z) Vf € Hk
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Un équivalent déterministe : la version RKHS

Un RKHS est exactement un espace de Hilbert de fonctions D — R tel
que pour tout z € D, la forme linéaire f +— f(z) est continue (ex :

d/2
Hs+d/2 s > 0).
Soit maintenant le probleme d'interpolation régularisé

inf [|lv]lw, st v(z)=u(z) Vie{l,..n}
VEH

u) ot F := Span(k(zi,-), ..., k(zn,")). De

Alors v = . De plus, pr(
. On a alors I'estimation

méme, k(z,-) = PFL(k(Zi))
|u(z) = M(2)] < k(z,2)"?[|ul|n,

Différence avec la GPR : la GPR donne accés a une mesure de probabilité
— P(sup, |V,| <¢), P(||V||g > M)... + la vraisemblance marginale.

N.B. : terrain d’échange entre deux communautés.
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Espace de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS)

Matrice M € R¥*9 semi-définie positive
+— produit scalaire sur RY, (u, v)p = (u, Mv)
Fonction définie positive k : D x D — R
<— Hy, espace de Hilbert de fonctions D — R ‘

—

o Hi = Vect(k(z,"),z € D), | X1y aik(zi )z = 327 j—1 aiajk(zi, ).
o Hy vérifie (k(z,-),f)x = f(2), (k(z,"),k(Z',"))k = k(z,2').
@ RPG = projection orthogonale de u dans Hy, le RKHS de k :

m = pr(u), F = Vect(k(z1,-),..., k(zn,")).
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Espace de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS)

Matrice M € R¥*9 semi-définie positive
+— produit scalaire sur RY, (u, v)p = (u, Mv)
Fonction définie positive k : D x D — R
<— Hy, espace de Hilbert de fonctions D — R ‘

—

o Hi = Vect(k(z,"),z € D), | X1y aik(zi )z = 327 j—1 aiajk(zi, ).
o Hy vérifie (k(z,-),f)x = f(2), (k(z,"),k(Z',"))k = k(z,2').
@ RPG = projection orthogonale de u dans Hy, le RKHS de k :

m = pr(u), F = Vect(k(z1,-),..., k(zn,")).

o Hs+d4/2(D), D C RY est un RKHS.
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Un mot sur la GPR et les réseaux de neurones

o Certains processus gaussiens comme limite de réseaux de neurones a
une couche avec une infinité de neurones ([16], Section 4.2.3).

@ La régression par réseaux de neurones comme une GPR avec un
noyau appris des données ([17]; Mallat, college de France).

@ GPR : “seul” concurrent actuel aux réseaux de neurones (informés par
la physique, PINNs), cf [18] pour une discussion.

16. RasMmUsskN, C. E., & WiLLiaMs, C. (2006). Gaussian Processes for Machine Learning. The
MIT Press.

17. OwHADI, H. (2023a). Do ideas have shape? Idea registration as the continuous limit of
artificial neural networks. Physica D: Nonlinear Phenomena, 444, 133592.

18. CHEN, Y., HossEINI, B., OwWHADI, H., & STUART, A. M. (2021). Solving and learning
nonlinear PDEs with Gaussian processes. Journal of Computational Physics, 447, 110668.
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Fonction de vraisemblance marginale

Souvent, noyau paramétré : k = kg,0 € © C RP.
ko2 (x,y) = 0° exp(—|x — y|*/20?)

0 = (02,0) € R% x R%. 2 : variance; ¢ : longueur caractéristique.
@ On peut considérer la (densité de) probabilité d'obtenir les données

observées uops = (u(z1), ..., u(zs)) € R" sachant une valeur de 6 : en
notant Kp;; = ko(z;, z;) alors

1 1.7 K*l
p(u b ‘9) = e 2 Uobs Mg ~ Hobs
T (2m)n2 det KM
@ On pose L(0) := — log p(uops|f) et on cherche a résoudre

6% = arg min L(6)
0cO
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Extension aux EDPs non linéaires

e Contraintes non linéaires sur k(z,-) : pas réaliste (4 interprétation
PG non valide).

@ Alternative : dans[19], la contrainte d'EDP non linéaire est
uniquement appliquée ponctuellement sur m : modification du
probleme d'optimisation dans le RKHS en

ien?fl v, st N(v(z),Vv(z),..)=4 Vie{l,..,n}
vEH
Généralise une approche décrite dans [20].

@ Couplage de cette approche avec des contraintes linéaires
strictes : [21] (div/curl/périodicité).

19. CHEN, Y., HOsSEINI, B., OWHADI, H., & STUART, A. M. (2021). Solving and learning
nonlinear PDEs with Gaussian processes. Journal of Computational Physics, 447, 110668.
20. WENDLAND, H. (2004). Scattered data approximation. Cambridge university press.
21. OwHADI, H. (2023b). Gaussian Process Hydrodynamics.
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Régularité W™P d'un PG, me N, p € (1, 4o0)

Proposition 4 (H., 2022)

Soit (U(z))zep ~ GP(0, k) un PG mesurable, il y a équivalence entre
(i) P(U € Wm™P(D)) =1
(ii) Pour tout |a| < m, 0%%k € LP(D x D) et l'opérateur E

Ey  LY(D) — LP(D), E&Egf(x)= /Dao"ak(x,y)f(y)dy

est symétrique, positif et nucléaire : il existe (¢%) C LP(D) telle que
O%%k(x,y) = 22, ¥n (x)¥5 (v) dans LP(D x D) avec

+oo
Z H%‘Hi < 400 (+raffinement si1 < p < 2)
n=0

(iii) Pour tout |a < m, 9%k € LP(D x D), [p[0%k(x,x)]P/?dx < +oc.
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i les méthodes de régression a noyau ?

Parmi les méthodes de ML, focalisation sur les méthodes a noyau :

@ interprétation bayésienne — processus gaussiens [22].
@ interprétation RKHS — analyse fonctionnelle [23].
e ‘“standard” si relativement peu de données [24].

@ une fagon d'étudier les réseaux de neurones [25].

22. RasmusskN, C. E., & WiLLiaMs, C. (2006). Gaussian Processes for Machine Learning. The
MIT Press.

23. WENDLAND, H. (2004). Scattered data approximation. Cambridge university press.

24. GRAMACY, R. B. (2020). Surrogates: Gaussian process modeling, design, and optimization
for the applied sciences. CRC press.

25. BELKIN, M., M4, S., & MANDAL, S. (2018). To Understand Deep Learning We Need to
Understand Kernel Learning. 35th |CML, 541-549.
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Formules de GPR

On note wops = (u(z1), ..., u(zy)) les données, Kjj = k(z;, z;) et

k(Z,z); := k(z;, z). Alors la moyenne et la covariance a posteriori sont
données par

k(Z,z)TK Yugps€ Span(k(zi,-), ..., k(zp, ),
k(z,2) — k(Z,2)TK1k(Z,2').

—N—
xS,

—~
N

\:
(1

@ On remplace parfois K par K + A, A > 0 : régression ridge.
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Formules de GPR

On note wops = (u(z1), ..., u(zy)) les données, Kjj = k(z;, z;) et
k(Z,z); := k(z;, z). Alors la moyenne et la covariance a posteriori sont
données par

k(Z,z)TK Yugps€ Span(k(zi,-), ..., k(zp, ),
k(z,2) — k(Z,2)TK1k(Z,2').

—N—
xS,

—~
N

\:
(1

@ On remplace parfois K par K + A, A > 0 : régression ridge.

@ Supposons que Lu = 0, L linéaire. k est adapté a cette contrainte si
Lm =0, ie. Lk(z,-) =0 pour tout z.

@ K ~ matrice de Gram, k(Z, z) ~ vecteur de produits scalaires.
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L'estimation bayésienne en une slide

Quantité inconnue u € E (E C RP par exemple) + base de données B

@ On modélise u comme aléatoire : u ~ 7, m mesure de proba sur E,
c'est le prior. B est aussi vue aléatoire.

On conditionne le prior sur B : mg = 7( - |B) est le posterior

7 permet d'estimer u par i = E[u|B].

En général : contraction du posterior vers une masse de Dirac si B est
suffisamment riche.

Les processus gaussiens permettent ce type d'approche lorsque u est une
fonction. E est alors un espace de fonctions et les PG permettent de
définir un prior sur E.
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